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1 はじめに

1.1 問題の背景

離散 Painlevé方程式がはっきりと研究対象として認識されてから [1]既に 10年以上が経過した．その間，離散
Painlevé方程式がもつさまざまな性質，例えば離散 Painlevé性（特異点閉じ込め）[2]，補助線形問題，Bäcklund
変換，特殊解，双線形形式，方程式間の退化などが論じられ，またそれらの性質を利用して新しい離散 Painlevé方
程式が続々と提出された．1998年に Sakaiは Painlevé・離散 Painlevé方程式の代数幾何学的理論を発表し，離散
Painlevé 方程式に対して統一的な枠組みを提供した [3]．Sakai理論では離散 Painlevé方程式は P2 の 9点 blow-up
によって得られる曲面族上の Cremona 変換が作る離散力学系として定式化され，もっとも generic な場合には対
称性として E

(1)
8 型の affine Weyl群が現れることが示された．Sakai は，9 点の配置をさまざまに退化させること

によって，曲面を 22 通りに分類した．図 1 は曲面の退化を示しており，曲面の型はそこに作用する Weyl群の型
で表した．点線で囲まれた部分はWeyl群作用と可換な連続 flow を許容するものの系列で，その flow が Painlevé

A
(1)
1

|α|2=8

↗ ↘
E

(1)
8 → E

(1)
7 → E

(1)
6 → D

(1)
5

(qPVI)
→ A

(1)
4

(qPV)
→ (A2 + A1)(1)

(qPIV, qPIII)
→ (A1+

A1
|α|2=14

)(1)

(qPII)
→ A

(1)
1 A

(1)
0

↘ ↘ ↘ ↘ ↘

D
(1)
4

(PVI)
→ A

(1)
3

(PV)
→ (2A1)

(1)

(PIII)
→

A
(1)
1

|α|2=4

(P
D

(1)
7

III )

→
A

(1)
0

(P
D

(1)
8

III )

↘ ↘ ↓
A

(1)
2

(PIV)
→ A

(1)
1

(PII)
→ A

(1)
0

(PI)

U
À À

図 1: 曲面の退化：下段にはその曲面上の力学系として現れる Painlevé 方程式を示した．

微分方程式に他ならず，よく知られた Painlevé 微分方程式の退化図式を表している．ここでは，Weyl 群作用は
いわゆる Bäcklund 変換であって，その中のパラメータの平行移動を記述する変換 (Schlesinger 変換) として現れ
る離散力学系が離散 Painlevé 方程式に他ならない．これらの型の曲面においては，Weyl 群作用がパラメータに
加法的に作用し，離散 Painlevé 方程式の独立変数依存性も加法的 (nを独立変数，a, b を定数とすると an + bと

いう依存性)である．
その他の曲面では連続 flow はなく，Weyl 群作用も乗法的であって，離散 Painlevé 方程式の独立変数依存性も
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乗法的 (nを独立変数，p, q を定数とすると pqnという依存性)，すなわち離散 Painlevé 方程式は q- 差分方程式に
なる．ただし，E

(1)
6,7,8 型はWeyl群作用が加法的なものもあり (ただし可換な連続 flow はない)，それらは乗法的

な場合からの退化で得られる．さらに，E
(1)
8 型にはWeyl群作用が楕円的な場合があり，乗法的な場合はその退化

として得られる．すなわち E
(1)
8 の楕円的な場合が全ての頂点に位置し，そこで現れる離散力学系が楕円 Painlevé

方程式と呼ばれる，差分間隔が楕円函数でパラメータづけされる master equation である．
さて，上の曲面上の（離散・連続）力学系を方程式と見なしたときの解について述べよう．Painlevé 微分方程式
の解は一般的に超越的であるが，パラメータが特殊な値のときに超幾何型の特殊函数で表される解（以下，超幾

何解と呼ぶことにする）と代数函数解を許容することはよく知られている (例えば [4]を参照)．特に，解として現
れる超幾何函数は方程式の退化図式 (図 1)に対応して，図 2のようになっている．PVI の解として現れる Gauss
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図 2: Painlevé 微分方程式の退化

の超幾何函数 2F1 は，言うまでもなく物理数学などで現れるさまざまな特殊函数の「親玉」である．では，図 1
で点線に囲まれていない部分のうち，右端の 3種類 (超幾何解は存在しないと予想される)を除く
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という Weyl 群対称性をもつ q-Painlevé 方程式の超幾何解としてどのような函数が現れるのであろうか．D
(1)
5 型

対称性をもつ q-Painlevé 方程式は Sakai によって提案された qPVI であり [5]，その解は Gauss の超幾何函数 2F1

の q-analog 2φ1 で与えられることがわかっている [6]．そこで，その上位に位置するE 型対称性をもつ q-Painlevé
方程式の解として現れる超幾何函数は何か，という問題は特に興味あるものであろう．

1.2 q-Painlevé方程式のリスト

本節では図式 (1)に現れる q-Painlevé 方程式を具体的に列挙しておく．以下，t は独立変数，q を定数とする．

f , g は従属変数を表し，時間発展に関して，f = f(qt), f = f(t/q) などという略記法を用いる．特に指定のない
文字はパラメータである．

E
(1)
8 型[7, 8, 9]

(gst− f)(gst− f)− (s2t2 − 1)(s2t2 − 1)(
g

st
− f

) ( g

st
− f

)
−

(
1− 1

s2t2

)(
1− 1

s2t2

) =
P (f, t,m1, . . . , m7)

P (f, t−1,m7, . . . , m1)
,

(fst− g)(fst− g)− (s2t2 − 1)(s2t2 − 1)(
f

st
− g

)(
f

st
− g

)
−

(
1− 1

s2t2

)(
1− 1

s2t2

) =
P (g, s, m7, . . . , m1)

P (g, s−1,m1, . . . , m7)
,

(2)

ただし，
P (f, t, m1, . . . ,m7) = f4 −m1tf

3 + (m2t
2 − 3− t8)f2

+(m7t
7 −m3t

3 + 2m1t)f + (t8 −m6t
6 + m4t

4 −m2t
2 + 1),

(3)

であり，mk (k = 1, 2, . . . 7)は bi (i = 1, 2, . . . , 8) に関する k次の基本対称式であり，拘束条件

b1b2 · · · b8 = 1, (4)
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を満足する．さらに，

t = qt, t = q
1
2 s, (5)

である．

E
(1)
7 型[7, 8] 




(gf − tt)(gf − t2)
(gf − 1)(gf − 1)

=
(f − b1t)(f − b2t)(f − b3t)(f − b4t)

(f − b5)(f − b6)(f − b7)(f − b8)
,

(gf − t2)(gf − tt)
(gf − 1)(gf − 1)

=
(g − t/b1)(g − t/b2)(g − t/b3)(g − t/b4)
(g − 1/b5)(g − 1/b6)(g − 1/b7)(g − 1/b8)

,

(6)

ただし，

t = qt, b1b2b3b4 = q, b5b6b7b8 = 1. (7)

E
(1)
6 型[7, 8] 




(gf − 1)(gf − 1) = tt
(f − b1)(f − b2)(f − b3)(f − b4)

(f − b5t)(f − t/b5)
,

(gf − 1)(gf − 1) = t2
(g − 1/b1)(g − 1/b2)(g − 1/b3)(g − 1/b4)

(g − b6t)(g − t/b6)
,

(8)

ただし，

t = qt, b1b2b3b4 = 1. (9)

D
(1)
5 型(qPVI)[5, 6] 



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,

ff =
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(g − b3)(g − b4)
,

(10)

ただし，
b1b2

b3b4
= q

a1a2

a3a4
. (11)

A
(1)
4 型(qPV) [3, 8, 10] 
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1 + b3f
,

ff =
(g + b2/s)(g + 1/b2s)

1 + g/b3
,

(12)

ただし，

t = qt, t = q
1
2 s. (13)

(A2 + A1)(1) 型(qPIII) [8, 11, 12, 13, 14]





ggf = b0
1 + a0tf

a0t + f
,

gff = b0
a1/t + g

1 + ga1/t
,

(14)

ただし，

t = qt. (15)

(A1 + A1
|α|2=14 )(1) 型(qPII) [3, 8, 15]

(ff − 1)(ff − 1) =
at2f

f + t
, t = qt. (16)
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注意: ここで挙げた方程式が q-Painlevé 方程式の全てではない．特に対称性の高い曲面上には，別の形の 2階の
離散力学系が現れる可能性がある．例えば，Masuda は (A1 + A3)(1) 型の affine Weyl 群対称性を許容する次の
方程式を調べ，連続極限として PV が得られることを示し，有理解を構成した [16]：

f0 = a0a1f1
1 + a2f2 + a2a3f2f3 + a2a3a0f2f3f0

1 + a0f0 + a0a1f0f1 + a0a1a2f0f1f2
, (17)

f1 = a1a2f2
1 + a3f3 + a3a0f3f0 + a3a0a1f3f0f1

1 + a1f1 + a1a2f1f2 + a1a2a3f1f2f3
, (18)

f2 = a2a3f3
1 + a0f0 + a0a1f0f1 + a0a1a2f0f1f2

1 + a2f2 + a2a3f2f3 + a2a3a0f2f3f0
, (19)

f3 = a3a0f0
1 + a1f1 + a1a2f1f2 + a1a2a3f1f2f3

1 + a3f3 + a3a0f3f0 + a3a0a1f3f0f1
, (20)

ただし，

a0a1a2a3 = q−1, f0f2 = f1f3 = t, t = qt. (21)

この方程式そのものは Sakai のリスト [3]にない．しかし，Takenawa はこの方程式が D
(1)
5 型の曲面上の力学系

であること (q-PVI(10) とは異なる発展を記述する)を示した [17]．このように，対称性の高い曲面上に部分力学系
として非自明に埋め込まれた 2階離散力学系はまだ存在するものと考えられる．¤

2 超幾何解の構成

2.1 q-超幾何函数

q-Painlevé 方程式の超幾何解の構成に進む前に，使われる超幾何函数の定義と記法に触れておく．q-超幾何函数

rϕs は,

rϕs

(
a1, . . . , ar

b1, . . . , bs

; q, z

)
=

∞∑
n=0

(a1, · · · ar; q)n

(b1, · · · , bs; q)n(q; q)n

[
(−1)nq(

n
2 )

]1+s−r

zn,

(a1, . . . , ar; q)n = (a1; q)n · · · (ar; q)n, (a; q)n = (1− a)(1− qa) · · · (1− qn−1a)︸ ︷︷ ︸
n

(22)

で定義される．特に q-超幾何函数 r+1ϕr は条件

qa1a2 · · · ar+1 = b1b2 · · · br, z = q, (23)

が満足されるときに，balanced と呼ばれる1．また，条件

qa1 = a2b1 = · · · = ar+1br, (24)

が満足されるときには well-poised と呼ばれる．さらに，(24)式に加えて条件

a2 = qa
1
2
1 , a3 = −qa

1
2
1 , (25)

が満足されるときには very-well-poised と呼ばれ，r+1Wr と書く:

r+1Wr(a1; a4, . . . , ar+1; q, z) = r+1ϕr

(
a1, qa

1
2
1 ,−qa

1
2
1 , a4 . . . , ar+1

a
1
2
1 ,−a

1
2
1 , qa1/a4, . . . , qa1/ar+1

; q, z

)
. (26)

1ただし，超幾何函数 3ϕ2 に対しては, 文献によって二つの異なる流儀が用いられているようである．上の流儀は [18]によるが，一方で超

幾何函数 3ϕ2

�
a, b, c
d, e

; q, z

�
, z = de/abc もまた “balanced 3ϕ2 series” と呼ばれている [19]．本稿では，3ϕ2 に関してだけは後者の流

儀を採用することにする．
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2.2 何が難しいのか

対称性の低い方程式の場合，超幾何解の構成は簡単である．例として qPII(16) の超幾何解をつくってみよう．ま
ず，Riccati 方程式

f =
α(t)f + β(t)
γ(t)f + δ(t)

,

で記述される特殊解を探すことによって直ちに，f が

f =
1
f
− qt, (27)

を満足すれば，(16) の a = q の場合の解を与えることがわかる．次に，f = Ψ/Φ とおいて (27)に代入し，分母
同士，分子同士をそれぞれ等しく置いて分離する（その際適当な分離函数を導入してもよいが，この場合は必要

ない）と，

f =
Φ
Φ

, Φ + tΦ = Φ, (28)

を得る．さらに，得られた線形 q-差分方程式に対して級数解

Φ =
∞∑

n=0

cntn,

を仮定することにより，超幾何解

Φ =
∞∑

n=0

(−1)nq(
n
2)

(q; q)n(−q; q)n
(−qt)n = 1ϕ1

(
0
−q

; q,−qt

)
, (29)

を得る．超幾何解の構成は基本的にこれだけの手続きでできるので，困難な問題ではないように思われる．実

際，D
(1)
5 以下の対称性を持つ q-Painlevé 方程式 (および E

(1)
6 の特殊な場合)に関しては超幾何解がわかっていた

[6, 11, 12, 20]．ところが，E 型対称性をもつ場合には Riccati 方程式への特殊化まで [7, 8]，および E
(1)
6,7 型のも

のについては Riccati 方程式の線形化まではできていたが，解の超幾何函数による同定が手付かずであった．
何が難しいのであろうか．第 1の問題は複雑さの問題である．例えば，Riccati 方程式

f =
af + b

cf + d
, (a, b, c, d は独立変数 tの函数)

の線形化を考える．f = F/G とおいて代入し，分母・分子を分離すると

hF = aF + bG, hG = cF + dG,

が得られる．ただし，h は分離の際に導入した任意函数である．これから F の 3項間関係式をつくると，

hhbF − h(ab + bd)F + b(ad− bc)F = 0, (30)

を得る．一般に，超幾何函数の 3項間関係式は

A
(
Φ− Φ

)
+ BΦ + C (Φ− Φ) = 0, (31)

の形をしている．ここで，A, B, C はパラメータと独立変数に関する有理式で，それらの分母・分子は 1次式の積
に因数分解されている．さて，問題は適当な超幾何函数を選び，任意函数 h をうまく取って (30) と (31)を比較
してパラメータを同定することである．適当な q-Painlevé 方程式について実際に実行してみると，(30) の第 1,3
項の係数は通常 1次式に因数分解されているが，第 2項が因数分解されていない巨大な式になる (例えば E

(1)
8 型

の場合 100 項をはるかに越える)．(31)との係数比較によって，

B

A
=

ab + bd

hb
+

b(ad− bc)
hhb

+ 1,
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となるが，結局は巨大な右辺第 1項に対して hをうまく選び，右辺の分母・分子が「パカッと」1次式に因数分解
するようにせよ，という問題になる．これは厳しい要求である．せめて，どんな超幾何函数と比べればよいのか，

つまり，左辺の B/Aがどのようなものかを知らなければ hを決めようがなく，同定のしようがない（つまり，答

がわからないと解答が書けない！）．

第 2の問題は E 型特有の問題である．方程式を記述するのにどのような座標系が適当なのかはいつも問題にな

るが，E 型の場合，1.2 節で用いた従属変数は超幾何函数の比にならず，超幾何函数の適当な線形結合の比になっ
てしまう．つまり，τ 函数を考えたときに，f , g は τ 函数の単純な比にならないのである (例えば E

(1)
6 の場合に

[21] を参照)．従って，f , g 変数を線形化できてもその解を超幾何函数として同定することは難しい．

結局，素朴な方法で超幾何解をつくるのは特に E 型の方程式の場合難しい．これを克服するには何らかの「理

論」が必要である．実は，超幾何解の構成には [22]で議論された，P2上の平面曲線の幾何を用いた定式化を使う

のが便利である．

3 平面曲線の幾何と超幾何解

3.1 平面幾何による定式化

Sakai 理論では，2階の離散 Painlevé方程式は P2 上の 9点で blow-up を施して得られる曲面族上の Cremona
変換が作る離散力学系として定式化される．9 点が generic な位置にある場合に得られる力学系が楕円 Painlevé
方程式であり，他の場合は 9 点の配置を特別な場合に退化させていくことで得られる．
この事情をよりはっきり見るためには，P2上の点の「配置空間」を持ち出すのが便利である．(x : y : z) を P2

の同次座標とする (つまり，0 でない定数 k に対して (x : y : z) と (kx : ky : kz) を同一視する)．P2 上に点を

P1 (x1 : y1 : z1), . . ., Pn (xn : yn : zn) をとり，まとめて 3× n行列




x1 x2 x3 · · · xn

y1 y2 y3 · · · yn

z1 z2 z3 · · · zn




を考える．各列は同次座標であるから，右から対角行列 (対角成分に 0 を含まない)をかけたものは同一視する．
さらに，これらの点を線形変換で一斉に写したもの，つまり上の行列に左から GL(3) の元をかけたものも同一視
する：

M3,n = GL(3)\








x1 x2 x3 · · · xn

y1 y2 y3 · · · yn

z1 z2 z3 · · · zn








/(C×)n. (32)

M3,n を P2 上の n 点のつくる配置空間と呼ぶ．M3,n には次のような双有理変換が働く：

(1) si (i = 1, . . . , n− 1): Pi と Pi+1 の入れ替え

(2) s0: P1(1 : 0 : 0), P2(0 : 1 : 0), P3(0 : 0 : 1)を基点とする標準 Cremona 変換

s0 : (x : y : z) 7→ (
1
x

,
1
y
,
1
z
).

si(i = 0, 1, . . . , n− 1) は Dynkin 図形
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1 2 3 4 5 6 7 · · · n− 1

0En:

· · ·

で指定される基本関係式，すなわち，s2
i = 1 (i = 0, . . . , n− 1), i と j がつながっていれば sisjsi = sjsisj , そう

でなければ sisj = sjsi，を満たしていることが示される．〈s0, s1, . . . , sn−1〉 は En 型のWeyl 群 W (En) をなし
ている [23, 24, 25]．
特に，n = 10 の場合が重要である．s9 を無視すれば，P1 から P9 までに対する si (i = 0, . . . , 8) は affine Weyl

群W (E9) = W (E(1)
8 ) を生成する．W (E(1)

8 ) は平行移動部分群 Z8 を含んでおり，その作用が楕円 Painlevé 方程
式を与える．このとき，P1, . . . , P9 がパラメータと独立変数の役割を果たし，P10 が従属変数の役割を果たす．こ

のような設定の下で，配置空間上のWeyl 群の双有理的な表現を駆使して，楕円 Painlevé 方程式を頂点とする離
散 Painlevé 方程式の代数構造理論とその拡張を組み立てていくことができる．詳細は [24, 25]を参照されたい．
さて，P2上の一般の位置にある 9点はその上を通る 3次曲線を一意的に定める．そして，Z8 の作用 (のうちの
あるタイプのもの：詳細は [24]参照)は 3次曲線の幾何を用いて簡潔に表現することができる．まず，3次曲線

F (x, y, z) = c1x
3 + c2x

2y + c3x
2z + c4xy2 + c5xz2 + c6xyz + c7y

3 + c8y
2z + c9yz2 + c10z

3 = 0,

について必要な事項をまとめておく．

(1) P2 上の 9点を決めれば，それを通る 3次曲線が定まる．(決めるべき係数が 9個，方程式が 9本)

(2) 2つの 3次曲線は 9 点で交わる．(Bézout の定理)

(3) P2 上の 8点を通る 3次曲線は 1-parameter family λF + µG = 0 をなす (pencil)．さらに，この 3次曲線族
は全て F = 0, G = 0の 9番目の共通零点を通る．逆に言えば，9点が特別な配置にあるとき，それらの点
を通る 3次曲線は pencil をなす．その 9点を pencil の base point という．

また，3次曲線上には次のように加法が定義できる：まず，3次曲線 C 上の 2点 P , Q に対して，直線 PQ と C

の交点 P ∗Qを取る．次に，C 上の適当な点を O とし，P ∗Q と Oを結ぶ直線と C との交点を P + Q と定義す

る．この加法に関する結合則は上の (3)から従うことはよく知られている．3次曲線 C 上の加法に関して，次の

ことを注意しておきたい．O を 3次曲線の変曲点 (一般に 9個ある)の一つとすると，以下のことが成り立つ2．

(1) C 上の 3点 P1, P2, P3 が一直線上 ↔ P1 + P2 + P3 = O

(2) C 上の 6点 P1, . . ., P6 が 2次曲線上 ↔ P1 + · · ·+ P6 = O

(3) C 上の 9点 P1, . . ., P9 が別の 3次曲線上 ↔ P1 + · · ·+ P9 = O

C が P2 上の非特異 3次曲線である場合が楕円 Painlevé 方程式に対応し，その時間発展は次のように記述できる
[22, 24]．まず，P2 上の一般の位置にある 10 点 P1, . . . , P10 を取る．P1, . . . , P9 がパラメータと独立変数の役割

を果たし，P10 が従属変数である．一度の時間発展で P1, . . . , P9 のうちの 2点のみが動き，それらが独立変数と
なるが，ここでは P8, P9 を動かす時間発展 T89 を例にとる．P1, . . . , P9 を通る 3次曲線 C0 を考える．

2加法の定義において O は C の正則点であるなら何でもよいが，ここでは記述を簡単にするために変曲点に取った．例えば，P1, P2, P3

が一直線上↔ P1 ∗ P2 = P3 ↔ P1 + P2 = O ∗P3 ↔ P1 + P2 + P3 = O ∗ ((O ∗ P3) ∗ P3) = O ∗O, これは O における C の接線と C の
交点であるから，O が変曲点ならば P1 + P2 + P3 = O と書ける．
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(1) C0 上の加法を用いて，新しい点 P 8, P 9 を次のように定める．

P i = Pi, (i 6= 8, 9), P1 + · · ·+ P8 + P 9 = O, P8 + P9 = P 8 + P 9. (33)

すなわち，まず C0 上で P9 を動かし，新しい点 P 9 を P1, . . . , P8, P 9 が pencil の base point になるように
取る．次に，P8 と P9 を結ぶ直線と C0 の交点を取り，その点と P 9 を結ぶ直線を考え，C0 との交点を新

しい P 8 とする．(図 3 左)

(2) C0 の方程式を F = 0 とするとき，(1) でつくった 3次曲線の pencil を λF + µG = 0 とする．λ, µ を調節

して，λF + µG = 0 が P10 を通るようにする．こうしてつくった P1, . . . , P8, P 9, P10 を通る新しい 3次曲
線を C とする．(図 3中)

(3) C 上の加法を用いて，

P10 + P8 = P 10 + P 9 (34)

で新しい点 P 10 を定義する．すなわち，P10 と P8 を結ぶ直線と C の交点を取り，その交点と P 9 を結ぶ

直線を考え，C との交点を新たに P 10 とする．(図 3右)

P2
P1

P3

P4

P5 P6

P7

P8

P9

P9

P8

P2
P1

P3

P4

P5 P6

P7

P8

P9

P9

P8

P10

P2

P1

P3

P4

P5 P6

P7

P8

P9

P9

P8

P10

P10

図 3: T89 による時間発展

このように，楕円Painlevé 方程式の時間発展は動く 3次曲線上の加法と解釈できる．上の移動が確かに平行移動を
与えていることの詳細な証明は [24] を参照して欲しい．3次曲線を動かさない場合はQuispel-Roberts-Thompson
系に対応し，Tsuda[26] によって議論されている．また，曲線を動かさない場合に上記の手続きが平行移動を与え
ることはManin[27] によって示されている．さらに 9点の配置を退化させることによってさまざまな離散 Painlevé
方程式が得られるが，そのような場合でも上の記述は有効であることを注意しておく．

3.2 超幾何解の記述

2.2 節で述べたように，超幾何解は離散 Painlevé 方程式のパラメータが特別で，解が Riccati 方程式で記述さ
れる場合に得られる．平面曲線による定式化では，例えば，

(1) P1, . . . , P9 のうち 3点が一直線上にある場合

(2) P1, . . . , P9 のうち 1点が他の点に無限に近い場合

にそのようなことが生じる．以下では (1) の場合を議論することにする ((2) の場合が本質的に必要になるのは 9
点配置をずっと退化させた場合である)．
例えば P5, P6, P7 が一直線上にあるものとしよう．このとき，C0 上の加法に関して P1 + · · ·+ P8 + P 9 = O,

P5 + P6 + P7 = O が成り立つから，P1 + · · ·+ P4 + P8 + P 9 = O が成り立つ．すなわち，P1, . . . , P8, P 9 (そして
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f=P10 f=P10

x=P8 y=P9

P5 P6 P7

P1

P2 P3

P4

l

C’

u

図 4: 超幾何解が実現される点配置と P10 の運動

P10) を通る 3次曲線 C は P5, P6, P7 を通る直線 ` と P1, . . . , P4, P8, P 9 を通る 2次曲線 C ′ に分解する．この

とき，もし P10 ∈ ` であれば，P 10 ∈ ` となる (つまり，` は「不変因子」)．
この状況下において，P10の座標は線形方程式で記述されることを示そう．簡単のため，2次曲線 C ′ 上の点 P1,

P2, P3 が P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (0 : 0 : 1) となるように座標を選び (このことは一般性を失わず
に可能)，

P10 = f = (f1 : f2 : f3), P 10 = f = (f1 : f2 : f3), P8 = x = (x1 : x2 : x3), P 9 = y = (y1 : y2 : y3),

とおく．さらに，P8, P10 を通る直線と C ′ の交点を u = (u1 : u2 : u3) とし，直線 ` の方程式を

(a, f) = a1f1 + a2f2 + a3f3 = 0,

(a, f) = a1f1 + a2f2 + a3f3 = 0,
(35)

とおく．このとき，以下の補題が成り立つ．

補題 3.1 上の状況下で次の関係が成り立つ．
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1

x1

f2

x2

f3

x3

f1

y1

f2

y2

f3

y3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (36)

証明 x, u, f および y, u, f がそれぞれ 1直線上にあるから，α, β, γ, δ を適当な定数として

f = αx + βu, f = γy + δu,

とおける．これを (36)左辺に代入すると
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β
u1

x1
α + β

u2

x2
α + β

u3

x3

γ + δ
u1

y1

γ + δ
u2

y2

γ + δ
u3

y3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= βδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1

x1

u2

x2

u3

x3
u1

y1

u2

y2

u3

y3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

となるが，これは u が 5点 P1, P2, P3, x = P8, y = P 9 を通る 2 次曲線 C ′上にあることから従う．実際，左辺は

u に関して 2次であって，u = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (x1 : x2 : x3), (y1 : y2 : y3) を代入すると 0にな
る． ¤

f を f で表すには，(35)第 2式 と (36) を f について解けばよい（逆も可能）．その結果，次の補題が得られる．
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補題 3.2 上の状況下で次の関係が成り立つ．

λf = (a, y)Df − (a,Df)y,

µf = (a, x)D−1f − (a,D−1f)x,
(37)

D = diag
(

x2x3

y2y3

,
x3x1

y3y1

,
x1x2

y1y2

)
, (38)

λ = (a, x), µ = (a, y). (39)

証明 (37) が (35), (36) を満たすことを確かめればよい．例えば，(35) は (37)より

λ(a, f) = (a, y)(a,Df)− (a,Df)(a, y) = 0,

µ(a, f) = (a, x)(a,D−1f)− (a,D−1f)(a, x) = 0,

で確かに満たされることがわかる．また，(36)は左辺第 2行に (37)第 1式を代入すると
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1

x1

f2

x2

f3

x3

f1

y1

f2

y2

f3

y3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1

x1

f2

x2

f3

x3

(a, y)x2x3f1

y1y2y3
− (a,Df)

(a, y)x3x1f2

y1y2y3
− (a, Df)

(a, y)x1x2f3

y1y2y3
− (a,Df)

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a, y)x1x2x3

y1y2y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1

x1

f2

x2

f3

x3

f1

x1

f2

x2

f3

x3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

となって確かに成り立つ．(37)第 2式も同様である．最後に，(37) の compatibility を調べる．第 2式に第 1式
を代入して

µf = (a, x)D−1

(
(a, y)

λ
Df − (a,Df)

λ
y

)
−

(
a,D−1

(
(a, y)

λ
Df − (a,Df)

λ
y

))
x

=
(a, x)(a, y)

λ
f − (a, y)(a, f)

λ
x− (a,Df)

λ

{
(a, x)D−1y − (a,D−1y)

}

となるが，第 2項は (35) より，第 3項は直接計算により 0 となる．従って，(37) が compatible であるためには
λµ = (a, x)(a, y) でなければならない．対称性から，λ = (a, x), µ = (a, y)と選ぶと都合がよい．¤

(37) が超幾何函数の隣接関係式に相当する．解を適当な超幾何函数と同定するためには，一つの従属変数に関
する 3項間関係式 (2階差分方程式)の形に変形しておくとよい．(37) 第 1式と (35)第 1式から f3 を消去すると，

y3(a, x)
(
y2f1 − x2f1

)
= a2 (f2x1 − f1x2) (y3x2 − y2x3), (40)

が得られる．同様に (37) 第 2式と (35)第 2式から f3 を消去すると，

x3(a, y)
(
x2f1 − y2f1

)
= a2

(
f2y1 − f1y2

)
(x3y2 − x2y3), (41)

を得る．(41)において時間発展を一つ前にずらすと，時間発展で変化するのは x = P8, y = P9, f = P10 であっ

て，特に直線 ` (従って a) は動かないことに注意すると，

x3(a, y) (x2f1 − y2f1) = a2 (f2y1 − f1y2) (x3y2 − x2y3), (42)
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となる．(40) と (42) から f2 を消去すると，f1 に関する 2階差分方程式

y1y3(a, x)
(
y2f1 − x2f1

)

x2y3 − x3y2

+
x1x3(a, y)

(
x2f1

− y2f1

)

x2y3 − x3y2
= a2(x1y2 − x2y1)f1, (43)

を得る．(43) に各点のパラメータ表示を代入すれば適当な超幾何方程式が得られる．ここでそうしてもよいが，
(43) は P1, P2, P3 (2次曲線 C ′ 上の 3点)がそれぞれ (1 : 0 : 0) (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) なる特別な座標系を取った
ときにのみ成り立つ式なので，もう少し頑張って (43) を座標変換に対して不変な形に書き換えておくと便利であ
る．dijk = det[Pi, Pj , Pk] と書くことにする．まず，2点 (a1 : a2 : a3), (b1 : b2 : b3) を通る直線の方程式が

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 x1

a2 b2 x2

a3 b3 x3

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

であることに注意する (xi に関して 1次で，x = a, b で左辺は確かに 0)と，超幾何解が得られる条件，すなわち，
P5, P6, P7 が 1直線 `上にある条件は，d567 = 0 で与えられる．また (a, x) = d568, (a, y) = d569 と書ける．さ

らに，

f1 =

∣∣∣∣∣∣∣

0 0 f1

1 0 f2

0 1 f3

∣∣∣∣∣∣∣
= d23 10, y2 =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 y1

0 0 y2

1 0 y3

∣∣∣∣∣∣∣
= d319, y3 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 0 y1

0 1 y2

0 0 y3

∣∣∣∣∣∣∣
= d129,

などと，(43) に現れる全ての量は行列式で表示できる．このようにして，(43)は

d239d129d568 (d319d23 10 − d318d23 10)
d189

+
d238d128d569

(
d318d23 10 − d319d23 10

)

d189
= d562d389d23 10,

となるが，これではまだ GL(3) 作用と Pi (i = 1, . . . , 10)に対する C× 作用 (各座標を 0でない定数倍する作用)
に対して不変ではない．そうするためには，右辺に d123 をかけて，

d239d129d568 (d319d23 10 − d318d23 10)
d189

+
d238d128d569

(
d318d23 10 − d319d23 10

)

d189
= d562d389d23 10d123, (44)

としておけばよい (実際に上の不変性は簡単に確認できる)．
以上の議論では 2次曲線 C ′ 上の点 P1, P2, P3 を特に (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 1 : 0) となる座標系を選んで議
論を始めたが，C ′ 上の点 P1, P2, P3, P4 のどの 3点を取って始めてもよいし，また，選んだ点の順番にもよらな
い．そのように一般化して，次の命題を得る：

命題 3.3 P5, P6, P7 が直線 `上にあり，かつ P10 ∈ ` である場合，P10の T89 による時間発展は次の式で記述さ

れる．

djk9dki8dij9d568

di89

(
λ{ijk}

dik9

dik8
djk10 − djk10

)

+
djk8dki9dij8d569

di98

(
µ{ijk}

dik8

dik9
djk10 − djk10

)
= dijkdk89d56jdjk10, (45)

ただし，dabc = det[Pa, Pb, Pc], {ijk} ∈ {1234} であり，「ゲージ因子」 λ{ijk}, µ{ijk} は次のように選ぶ．

λ{123} = 1, λ{124} =
(14)
(13)

=
(24)
(33)

,

λ{134} =
(14)
(12)

=
(34)
(32)

, λ{234} =
(24)
(21)

=
(34)
(31)

,

(ij) =
dij8

dij9

, µI = λI |8→9,9→8 .

(46)
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証明 {ijk} = {123} の場合は (44)と同じである．{ijk} として別の選び方をしても同じ形の方程式を得ることは
当然であるが，実際に計算してみると P 10, P 10 の normalization の自由度によって，ゲージ因子 λI , µI が異なっ

てくる．若干細かい計算ではあるが，例えば (i, j, k) = (1, 2, 3) と (4, 2, 3) の場合を比較して λ{423} を決定して

みよう．どちらの場合も従属変数は d23 10 であるから，(45) の d23 10の係数を (右辺の係数で全体を割ってから)
比較すると

c{123}λ{123}
d139

d138
= c{423}λ{423}

d439

d438
, c{ijk} =

djk9dki8dij9d568

di89dijkdk89d56j
,

となる．今，
c{123}
c{423}

=
d318d129d489d423

d189d123d348d429

=
d381d291d894d234

d384d294d891d231
,

であるが，P1, P2, P3, P4, P8, P 9 が 2次曲線上にあることから，

d381d291

d384d294

− d891d231

d894d234
= 0,

が従う．というのは，

f(Pa) =
d38ad29a

d384d294

− d89ad23a

d894d234
,

とおくと，これは Pa の 2次式で，2次曲線 f(Pa) = 0は 5点 P2, P3, P4, P8, P 9を通る (Pa にそれらの点を代入

すると f = 0) ので f(P1) = 0が成り立つ．従って，
c{123}
c{423}

= 1となり，

λ{423} = λ{123}
d139d438

d138d439

=
(34)
(31)

.

なお，上と同様の等式
d139d249

d138d248
− d439d219

d438d218
= 0,

より
d139d438

d138d439

=
d219d248

d218d249

⇔ (34)
(31)

=
(24)
(21)

,

が従う．他のゲージ因子も同様の考察で決定することができる．¤
(45) は djk10 に関して線形で超幾何方程式と同じ形をした 2 階差分方程式である．また，補題 3.2でゲージ因

子 λ, µ をうまく取れたおかげで対称性がよく，さらに GL(3) と C× 不変性を備えており，後程述べるように超
幾何方程式との同定が楽に行える．

なお，Riccati 方程式に帰着される他の場合，例えば，T89 に対して P7, P8, P9 が 1直線上にある場合や本節冒
頭の (2)の場合などは別の考察を要するが，詳細は [28]を参照されたい．

3.3 E
(1)
7 の場合

命題 3.3 は平行移動 T89 (P8, P9 を動かす時間発展) に対して P5, P6, P7 が 1直線上にあるという拘束条件の
下でその直線上に P10 がある場合の時間発展を記述する．そこで，実際に P1, . . . , P9 の点配置を与えて具体的に

(45)を超幾何方程式と同定してみよう．本節では，退化もあまりしておらず，かつ計算量もそう大きくない E
(1)
7

の場合を取り上げる．

Sakai理論によると，E
(1)
7 の場合は 9点のうち 6点が 2次曲線上に，3点が直線上にあって，3次曲線が 2次曲

線と直線に分かれる場合である [3]．ここでは P3, P4, P5, P7, P8, P9 が 2次曲線 C2 上，P1, P2, P6 が直線 L上

にあるものとし，以下のようにパラメータづけをする：

Pi =

{
(−ui : 0 : 1) (i = 1, 2, 6),
(1 : ui : u2

i ) (i = 3, 4, 5, 7, 8, 9).
(47)
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P1 P2 P6

P3

P4

P5

P9

P8

P7

L

C2

図 5: E
(1)
7 の場合の点配置

すなわち，P1, . . . , P9 の乗っている 3次曲線Cの方程式は y3−xyz = 0，C2 が y2−xz = 0, L が y = 0 である．
最初に，時間発展のパラメータへの作用を決定しよう．まず P 9は P1, . . . , P8, P 9 が 3次曲線の pencil の base

point になるように決まる．P1, . . . , P8, P 9 を通る 3次曲線を決めるには，その方程式を

F (x, y, z) = c1x
3 + c2x

2y + c3x
2z + c4xy2 + c5xz2 + c6xyz + c7y

3 + c8y
2z + c9yz2 + c10z

3 = 0,

とおき，各点の座標を代入して得られる c1, . . . , c10 に対する 9本の連立一次方程式




−u3
1 0 u2

1 0 −u1 0 0 0 0 1
−u3

2 0 u2
2 0 −u2 0 0 0 0 1

1 u3 u2
3 u2

3 u4
3 u3

3 u3
3 u4

3 u5
3 u6

3

1 u4 u2
4 u2

4 u4
4 u3

4 u3
4 u4

4 u5
4 u6

4

1 u5 u2
5 u2

5 u4
5 u3

5 u3
5 u4

5 u5
5 u6

5

−u3
6 0 u2

6 0 −u6 0 0 0 0 1
1 u7 u2

7 u2
7 u4

7 u3
7 u3

7 u4
7 u5

7 u6
7

1 u8 u2
8 u2

8 u4
8 u3

8 u3
8 u4

8 u5
8 u6

8

1 u9 u2
9

u2
9

u4
9

u3
9

u3
9

u4
9

u5
9

u6
9







c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

c8

c9

c10




=




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




, (48)

を解く．3次曲線の pencil を得るためには，この方程式の解が任意パラメータを 2個含むようにすればよい．そ
のためには係数行列のランクが 8，つまり，係数行列の任意の 9× 9小行列式が全て 0になればよいので，係数行
列の列を 1つ抜いた行列式を計算して，それらが全て 0 になる条件を求めればよいことになる．計算の結果，そ
のための条件は

u1 · · ·u8u9 = 1, (49)

で与えられる．そこで q = 1/(u1 · · ·u9) とおくと，

u9 = qu9, (50)

となる．

次に P 8 を決めよう． P 8 は P8 + P9 = P 8 + P 9 で定まるから，P8, P9 を通る直線と 3次曲線 C との交点，お

よび P 8, P 9 を通る直線と C との交点とが一致するように決めればよい．P8, P9 は 2次曲線 C2上の点だから，そ

れらを通る直線と C の交点は直線 L 上にある．従って，交点は
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −u

u8 u9 0
u2

8 u2
9 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 −→ u =

1
u8u9

, (−1/(u8u9) : 0 : 1),
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である．P 8 はこれと P 9 を結ぶ直線と C(2次曲線 C2)の交点上にあるから，
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −1/(u8u9)
u9 u8 0
u2

9
u2

8
1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 −→ u8 =

u8u9

u9

= u8/q,

となる．

次に，超幾何解が得られる条件は P5, P6, P7 が 1直線上にあることであったが，それは

d567 =

∣∣∣∣∣∣∣

1 −u6 1
u5 0 u7

u2
5 1 u2

7

∣∣∣∣∣∣∣
= (u5u6u7 − 1)(u5 − u7) = 0 −→ u5u6u7 = 1, (51)

で与えられる．

これで超幾何解を得る準備が全て整った．命題 3.3 で (i, j, k) = (1, 2, 3) の場合を考え，(47)を代入すると，

A(lF − F )−BF + C(mF − F ) = 0, F = d23 10,

A

B
=

qu9[58][138][568][239]
u3u5[26][89][89][189]

, l =
[39][139]
[38][138]

,

C

B
=

qu8[59][139][569][238]
u3u5[26][98][98][198]

, m =
[38][138]
[39][139]

,

(52)

が得られる．ただし，

[ij] = ui − uj , [ijk] = 1− uiujuk, (53)

という記号を導入した．一方，超幾何函数 φ = 8W7(a0; a1, a2, a3, a4, a5; q, z), z = a2
0q2

a1a2a3a4a5
の満たす 3項間関係

式として

L

{
(1− a1)(1− a0/a1)

(1− a2/q)(1− a0q/a2)
φ− φ

}
+ M

{
(1− a2)(1− a0/a2)

(1− a1/q)(1− a0q/a1)
φ− φ

}

= (a1 − a2)
(

1− a0q

a1a2

)(
1− a2

0q
2

a1a2a3a4a5

)
φ, (54)

ただし，

L =
a2(1− a2/q)(1− a0q/a2a2)(1− a0q/a2a4)(1− a0q/a2a5)

a1 − a2/q
,

M =
a1(1− a1/q)(1− a0q/a1a2)(1− a0q/a1a4)(1− a0q/a1a5)

a1/q − a2
,

φ = φ(a0; qa1, a2/q, a3, a4, a5), φ = φ(a0; a1/q, qa2, a3, a4, a5),

(55)

が知られている [29]．そこで「ゲージ」 g を

F = gΦ, g = l−1 [569][258]
[568][259]

g,

で導入して (52)と (54), (55)を比較すると，

Φ = 8W7(a0; a1, a2, a3, a4, a5; q, z), z =
a2
0q

2

a1a2a3a4a5
, (56)

a0 = u2u
2
5, a1 =

u5

u8
, a2 =

u5

u9
, a3 =

qu5

u3
, a4 =

u5

u4
, a5 =

u2

u6
, (57)

と同定できる．
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4 q-Painlevé 方程式の超幾何解：E
(1)
7 の場合

前節では P2上の 3次曲線の幾何を利用してE
(1)
7 型の場合の超幾何解を導出した．そこで現れた変数 F = d12 10

と方程式 (6) の変数 f , gは線形変換 (1次分数変換)で結び付いているはずであるが，それらを具体的に関係づけ
ることはそれほど自明なことではない．(6)の超幾何解をつくるには，現れる超幾何函数がわかったわけであるか
ら，逆に素朴な方法に戻った方が速い．そこで，もう一度 E

(1)
7 の場合を例にとり，q-Painlevé 方程式の超幾何解

の構成をしてみよう．本節の目標は以下の定理を示すことである．

定理 4.1 E
(1)
7 型 q-Painlevé 方程式 (6) において，

z =
g − t/b1

g − 1/b5
, (58)

とする．このとき，

z =
1− b3/b1

1− b3/b5t
8W7(a; qb, c, d, e, f ; q, qa2/bcdef)
8W7(a; b, c, d, e, f ; q, q2a2/bcdef)

, (59)

a = b1b8/b3b5, b = b8/b5, c = b2/b3, d = b1t/b5, e = b1/b5t, f = b4/b3, (60)

は (6)の
b1b3 = b5b7 (b2b4 = qb6b8), (61)

の場合の解を与える．特に terminating の場合，例えば

f = b4/b3 = q−n, n ∈ Z≥0, (62)

の場合には terminating balanced 4ϕ3 (Askey-Wilson 多項式)で表示できる：

z =
1− b3/b1

1− b3/b5t

4ϕ3

(
a/bc, d, e, f

a/b, aq/c, def/a
; q, q

)

4ϕ3

(
aq/bc, d, e, f

aq/b, aq/c, def/a
; q, q

) . (63)

注意： 直交多項式の「親玉」Askey-Wilson 多項式 pn(x; α, β, γ, δ) は

pn(x;α, β, γ, δ) = α−n(αβ, αγ, αδ; q)n 4ϕ3

(
αβγδqn−1, αt, α/t, q−n

αβ, αγ, αδ
; q, q

)
, x =

t + t−1

2
, (64)

で定義される [18]．¤
超幾何解の構成は，まず Riccati 方程式で記述される特殊解を探すことから始まる．

命題 4.2 b1b3 = b5b7 のとき (自動的に b2b4 = qb6b8)，(6) は Riccati 方程式

g =
(tt− 1)f + t

{−(b6 + b8)t + (b2 + b4)
}

{−(b6 + b8) + (b2 + b4)t} f + b6b8(1− tt)
, (65)

f =
(t2 − 1)b5b7g + t {(b1 + b3)− (b5 + b7)t}
{t(b1 + b3)− (b5 + b7)} g + (1− t2)

, (66)

への特殊化を許容する．
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証明 命題 4.2は [7, 8]で既に得られているが，感じをつかむために証明を記しておく．(6) を次のように分解する：

fg − tt

fg − 1
=

(f − b2t)(f − b4t)
(f − b6)(f − b8)

, (67)

fg − t2

fg − 1
=

(f − b1t)(f − b3t)
(f − b5)(f − b7)

, (68)

fg − tt

fg − 1
=

(g − t/b2)(g − t/b4)
(g − 1/b6)(g − 1/b8)

, (69)

fg − t2

fg − 1
=

(g − t/b1)(g − t/b3)
(g − 1/b5)(g − 1/b7)

. (70)

まず (70)より，

fg

[
1− (g − t/b1)(g − t/b3)

(g − 1/b5)(g − 1/b7)

]
= t2 − (g − t/b1)(g − t/b3)

(g − 1/b5)(g − 1/b7)
,

これを整理して

fg

[{
−

(
1
b5

+
1
b7

)
+ t

(
1
b1

+
1
b3

)}
g +

(
1

b5b7
− t2

b1b3

)]

= (t2 − 1)g2 +
{
−t2

(
1
b5

+
1
b7

)
+ t

(
1
b1

+
1
b3

)}
g + t2

(
1

b5b7
− 1

b1b3

)
,

となるが，もし b1b3 = b5b7 であれば右辺第 3項が消えて，Riccati 方程式 (66)

f =
(t2 − 1)b5b7g + t {(b1 + b3)− (b5 + b7)t}
{t(b1 + b3)− (b5 + b7)} g + (1− t2)

,

を得る．同様に，(68)を b1b3 = b5b7 に注意しながら整理して

g =
(t2 − 1)f + t {(b1 + b3)− (b5 + b7)t}
{t(b1 + b3)− (b5 + b7)} f + b5b7(1− t2)

,

を得る．これを f について解き直せば (66)と等価であることがわかり，従って (70) と (68)は consistent に (66)
に帰着したことになる．(65) に関しても (67)と (69) から同様の計算で確かめられる．¤

さて 2.2節で言及したように，(65), (66) を直接線形化しても残念なことに超幾何方程式に同定できる線形 2階
差分方程式は得られない．ここでは新しい従属変数を

z =
g − t/b1

g − 1/b5
, (71)

と選ぶことにする．（数式処理を用いて） zに関する Riccati 方程式を書き下すと，

z =
Az + B

Cz + D
, (72)

A = b1b5(−b3 + b5t)

×
[
b4b6b8q

2t3 + (b1b4b5 − b2
4b5 − b1b4b6 − b1b4b8 − b5b6b8q)qt2

+(b1b
2
4 + b4b5b6q + b4b5b8q + b1b6b8q − b4b6b8q)t− b1b4b5

]
, (73)

B = −(b1 − b4)b2
5(b1b4 − qb6b8)t(b5 − b3t)(−1 + qt2), (74)

C = −b2
1b4(b5 − b6)(b5 − b8)(b3 − b5t)(−1 + qt2), (75)
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D = b1b5(b5 − b3t)

×
[
−b1b4b5qt

3 + (b1b
2
4 + b4b5b6q + b4b5b8q + b1b6b8q − b4b6b8q)t2

+(b1b4b5 − b2
4b5 − b1b4b6 − b1b4b8 − b5b6b8q)t + b4b6b8

]
, (76)

を得る．以下では (72)-(76)の線形化を扱う．
Riccati 方程式 (72) に対して，z = F/G とおく．H を分離函数とすると，

F

H
= AF + BG,

G

H
= CF + DG, (77)

を得る．(77)から Gを消去すると，F に関する線形 2階差分方程式

F − c2 F + c3 F = 0, c2 =
H

B
(AB + BD), c3 =

B

B
HH(AD −BC), (78)

を得る．超幾何型の線形 2階差分方程式と同定するため，

(F − F ) + (1− c2 + c3)F + c3(F − F ) = 0, (79)

と変形すると，c3 は因数分解されているが，1− c2 + c3 はそうではない．そこで，最初のステップは次のように

なる．

ステップ 1： H をうまく選んで，1− c2 + c3 がうまくパラメータの 1次式に因数分解するようにせよ．そして，
(79)を適当な超幾何函数の線形 2階差分方程式と同定せよ．¤

E
(1)
7 の場合は，既に 8W7 の方程式と比較すればよいことがわかっているから，数式処理で実験しながら H を

推測することができる．実際にやってみるとそう難しくはない．

次に，(77)から F を消去すると，Gに関する線形 2階差分方程式

(G−G) + (1− d2 + d3)G + d3(G−G) = 0, d2 =
H

D
(DC + CA), d3 =

C

C
HH(AD −BC), (80)

を得る．上と同じ H で 1− d2 + d3 が因数分解してくれればよいが，大抵そうなっていない．そこで，ゲージ因

子 κ を導入して，G → κG, κ = kκ と置き換える．すると，

z =
1
κ

F

G
, (81)

(G−G) + (1− d2 + d3)G + d3(G−G) = 0, d2 =
H

k

1
C

(DC + CA), d3 =
HH

kk

C

C
(AD −BC). (82)

こうしておいて， 上で決めた H に対し，k をうまく選んで 1− d2 + d3 が因数分解するようにすればよい．これ

はH/k = H̃ とおけば，次の手続きと同じ．

ステップ 2：

(G−G) + (1− d2 + d3)G + d3(G−G) = 0, d2 =
H̃

C
(DC + CA), d3 =

C

C
H̃H̃(AD −BC), (83)

において，H̃ をうまく選んで，1 + d3 − d2 が因数分解するようにせよ．そして， (83)を適当な 超幾何函数の線
形 2階差分方程式と同定せよ．F と比べて，パラメータのいくつかがずれている程度のものが期待される．¤
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ここまで終了した時点で，

z =
1
κ
× θ1 φ1

θ2 φ2
,

H

H̃
= k,

κ

κ
= k (84)

となっている．ここで，φi (i = 1, 2) は適当な超幾何函数で，θi (i = 1, 2) は比例係数である．最後に θi を決定す

れば終了である．

ステップ 3：関係式
F

H
= AF + κBG,

κG

H
= CF + κDG, (85)

と適当な超幾何函数の隣接関係式を比較し，θi を決定する．¤

さて，数式処理を用いれば (72)-(76)に対して上の手続きはそう困難なく実行することができる．まず，Φ =
Φ(a; b, c, d, e, f) = 8W7(a; b, c, d, e, f ; q, z), z = q2a2/bcdef の満たす 2階線形差分方程式 (54)を

U1(Φ− Φ) + U2Φ + U3(Φ− Φ) = 0, Φ = Φ(a; b, qc, d/q, e, f), (86)




U1 =
(1− c)(1− a/c)(1− aq/c)(1− aq/bd)(1− aq/de)(1− aq/df)

d(1− c/d)(1− qc/d)
,

U2 =
qa2

bcdef

(
1− qa

cd

)
(1− b)(1− e)(1− f),

U3 =
(1− d)(1− a/d)(1− qa/d)(1− aq/bc)(1− aq/ce)(1− aq/cf)

c(1− d/c)(1− qd/c)
,

(87)

と書き直しておくと便利である．

ステップ 1,2： H, H̃ をうまく選んで，(79)と (83)を (86), (87) と同定することができる．その結果は以下の
通り：

H =
qb8t− b3

qb1b5(b1t− b5)(b3t− b8)(b4t− b6)(b5t− b3)(qb8t− b4)
, (88)

H̃ =
qb8t− b3

b1b5(b1t− b5)(b3t− b8)(b4t− b6)(qb5t− b3)(qb8t− b4)
, (89)

F ∝ Φ(a; qb, c, d, e, f), G ∝ Φ(a; b, c, d, e, f),

a = b1b8/b3b5, b = b8/b5, c = b1t/b5, d = b1/b5t, e = b2/b3, f = b4/b3

(90)

また，

k =
H

H̃
=

qb5t− b3

q(b5t− b3)
=

κ

κ
→ κ = 1− b3

b5t
. (91)

ステップ 3: a, e, f は以下使わないので省略し，8W7(a; b, c, d, e, f ; q, z) = Φ(b, c, d) などと必要な引数だけを書く
ことにする．

F = θ(qb, c, d)Φ(qb, c, d), G = θ(b, c, d)Φ(b, c, d),

とおくと，(85) は

1
κHB

θ(qb, qc, d/q)
θ(b, c, d)

Φ(qb, qc, d/q) =
A

κB

θ(qb, c, d)
θ(b, c, d)

Φ(qb, c, d) + Φ(b, c, d), (92)

κ

κHD

θ(b, qc, d/q)
θ(b, c, d)

Φ(b, qc, d/q) =
C

κD

θ(qb, c, d)
θ(b, c, d)

Φ(qb, c, d) + Φ(b, c, d), (93)
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と表される．これに相当する 8W7 の隣接関係式は [29]で得られている関係式

b(1− aq/bd)(1− aq/be)(1− aq/bf)
1− aq/b

Φ(b/q, c)

−c(1− aq/cd)(1− aq/ce)(1− aq/cf)
1− aq/c

Φ(b, c/q) = (b− c)(1− a2q2/bcdef)Φ(b, c), (94)

(c− 1)(1− a/c)Φ(b/q, qc) + (1− b/q)(1− aq/b)Φ(b, c) = (c− b/q)(1− aq/bc)Φ(b/q, c), (95)

を，Φ がパラメータ b, c, d, e, f に関して対称だということに注意しながら組み合わせることで得られる（得られ

る式自体は複雑なのでここには書かない）．得られた隣接関係式と (92), (93)を比較することによって，次のこと
がわかる：

θ(qb, c, d)
θ(b, c, d)

= 1− b/a = 1− b3

b1
,

θ(b, qc, d/q)
θ(b, c, d)

= 1,
θ(qb, qc, d/q)

θ(b, c, d)
= 1− b3

b1
=

θ(qb, c, d)
θ(b, c, d)

× θ(b, qc, d/q)
θ(b, c, d)

.

以上のことから，超幾何解

θ(b, c, d) = (b/aq)∞ = (b3/qb1)∞, (96)

z =
1
κ

F

G
=

1
1− b3/b5t

θ(qb, c, d)
θ(b, c, d)

Φ(qb, c, d)
Φ(b, c, d)

=
1− b3/b1

1− b3/b5t

Φ(qb, c, d)
Φ(b, c, d)

, (97)

が得られた．これで定理 4.1の前半が示された．
定理 4.1後半は，Watson’s transformation formula[18]

8W7(a; b, c, d, e, f ; q, q2a2/bcdef) =
(aq, aq/de, aq/df, aq/ef)∞

(aq/d, aq/e, aq/f, aq/def)∞
4ϕ3

(
aq/bc, d, e, f

aq/b, aq/c, def/a
; q, q

)
, (98)

を用いて変形することによって得られる．特に terminating の場合，例えば f = q−n, n ∈ Z>0 である場合は，

(aq/df)∞
(aq/d)∞

=
(1− qn+1a/d)(1− qn+2a/d) · · ·

(1− qa/d)(1− q2a/d) · · · =
1

(aq/d)n
,

などが成り立つから，

8W7(a; b, c, d, e, f ; q, q2a2/bcdef) =
(aq, aq/de)n

(aq/d, aq/e)n
4ϕ3

(
aq/bc, d, e, f

aq/b, aq/c, def/a
; q, q

)
, (99)

となる．これを (97)に代入することによって定理の後半が得られる．¤

5 おわりに

最後に，Painlevé方程式と離散 Painlevé方程式に関する研究の現状と展望について簡単に一言述べたい．Sakai
理論によって研究するべき方程式が整理され，master equation として楕円 Painlevé 方程式が導出されたが，楕円
Painlevé 方程式は方程式自身が巨大で，なかなか手が出なかった．P2 上の点の配置空間上に E

(1)
8 型 affine Weyl

群の双有理的な表現を構成し，それを用いて楕円 Painlevé 方程式を何とか書き下して超幾何解を構成し，2 階の
線形方程式で記述される超幾何函数の「親玉」として楕円超幾何函数 10E9 が現れることを示したのが [22] であ
る．また，そこで得られた平面曲線の幾何を用いる定式化を利用することにより，図式 (1)の q-Painlevé 方程式
の超幾何解の構成をやり切ったのが [28] である．その結果，(1) に対応する超幾何函数の退化図式として

balanced
10W9

→ 8W7 → balanced
3φ2

→ 2φ1 → 1φ1 →
1φ1

(
a

0
; q, z

)

1φ1

(
0
b

; q, z

) → 1φ1

(
0
−q

; q, z

)
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が得られた．本稿ではそのうち E
(1)
7 の場合を例にして，計算のできるだけ詳しい解説を試みた．このような非線

形離散系の観点は, 今後，超幾何函数自身の研究においても重要な役割を果たすであろうと期待している．なお，
[22] で省かれた細部の計算と一般化の議論が [24, 25]で行われているので参照されたい．
では，他に離散 Painlevé方程式について何がわかっているのか？確かに Sakai 理論によって大枠はわかってお
り，例えば Bäcklund 変換は全てのものについて得られている．しかし，それ以上の詳細な結果になると，意外に
少ないのである．比較的詳細な結果があるのが D

(1)
5 (qPVI)[5, 6, 30] と (A2 + A1)(1)(qPIII, qPIV)[11, 12, 13, 31]

であるが，それでも Lax pairといくつかの特殊解 (前者については超幾何解とその行列式表示，後者については超
幾何解，代数解とそれらの行列式表示)が得られているだけで，その他のものについては，やっと超幾何解のもっ
とも簡単な場合が今回わかったという段階である．特殊解一つを取ってみても，有理解，代数解，さらに対称性の

高いものについては退化したものには見られないような特殊解があるかも知れない（例えば PVI の Picard 解の
ような）が，何も議論されていない．もちろん，Lax pair についてもほとんど何も知られていない．つまり「展
望」と言っても，まだ Painlevé 山の頂上に探検家が一瞬たどり着けた程度であって，そこに登れば何が見えるの
か，どんな資源が地下に眠っているのか，まだ皆目わからない状態であろう．従って，今は素朴な動機がそのまま

研究に結びつくと思う．本稿の結果も，方程式があればその解をつくってみたいという単純な動機に基づく．ま

た，離散 Painlevé 方程式の時間発展 (のうちあるタイプのもの)が動く 3次曲線の上の加法定理として定式化され
たことによって，何らかの応用が開けるのではないかと思われるが，これは今後新たに研究を始める若い人の柔

軟な発想に是非期待したい．なお，離散 Painlevé方程式, 特に楕円 Painlevé方程式の扱いにおいては, 個々の問
題に応じてよい座標系 (表示)を見出すことが重要な問題となることを注意しておきたい [32]．
まだまだ先は長い，というよりも，離散 Painlevé 方程式の本格的な数学的研究はこれから始まるのである．そ

こで最後に，研究集会で大阪大学の尾角正人さんが引用してくださって赤面したが，著者の一人が「数学」に書

いた駄文の 1節を改めて書いて締めくくりとしたい．

「これさえ読めば研究の最先端であって，納得できないところは全て研究テーマであり，なんだこの程度しかわ

かっていないのか，と解釈するべきである．隙あらば論文の一本二本は書いてやる，といった意気込みで「挑む」

のがよい」
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6 型 q-Painlevé 方程式の特殊解」，日本数学会 2003年度年会におけ

る講演

[21] B. Grammaticos, A. Ramani and Y. Ohta, A unified description of the asymmetric q-PV and d-PV equations
and their Schlesinger transformations, J. Nonlin. Math. Phys. 10(2003) 215-228.

[22] K. Kajiwara, T. Masuda, M. Noumi, Y. Ohta and Y. Yamada, 10E9 solution to the elliptic Painlevé
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